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ЗА ЕДНА ПРОСТА ОСОБИНА НА ИЗВОДИТЕ 
НА НЕКОЙ ОРТОГОНАЛНИ ПОЛИНОМИ

1. Да го земеме полиномот

(1) Rn О )  = сп D'1 [(х -  а)п (х -  b)n] ; £> = ^ .

каде што се а и b произволни фиксирани бројеви и сп 
произволна константа.

Со последователно диференцирање на (1), добиваме

(2) R(n (х) =» сп Dn+r [(х -  а)п (х -  ft)"] •

Применувајќи ja формулата на Leibniz, имаме4)

(3 )  # Н * ) - С , Х [ " У ) ^

зимајќи предвид дека

( "  \  Г) D k (х -  a)“ D nf ~ k (х -  -  О,

за секое п< к или к< г.
Од (3) имаме

(4) R(n (а) = Сп ч! п (п -  1) • • • («-  + 1) (а -  

и
(Ô) -  ( -- 1)"+'' /£ '(*)•
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2. Полиномите на Legendre се добиваат од (1) ако 
се земе

a - l j  b--\, 2" и ! ’
т. е. ' ‘

О д (4) ja добиваме како партикуларен случај особината. 
на полиномот Рп(х)

(5) Я ^ (1 ) - (2 г -1 )1 !  5 +/)>

(2 г -  1)N = 1 3 - ( 2 / -  1),

дадена од Grosswald1.
Исто така од (4) ja добиваме особинат4

Р(п Р(п(1).

3. До особината (5) може да се дојде и ако го испол- 
зуваме изразувањето на полиномите Рп (х) со помошта на 
хипергеометриските функции.

Од

Рп (х) = р ( - п ,  п+ 1, 1 ,-Ц ^ ) ,

каде што е

F (c c ’ г,х)=ЂШ м 1хП’

(w)r = w (со +  !)•••(<« +  / - -  1), (ш)о= 1,

зимајќи предвид дека

(6)
добиваме

dr F  (a)r(ß)r .
ШГ ~ 4 ^ r  ? + r.r + r,x),

/> ? ( * ) - (2 r - 1)11 l'W'/J F \r  - и, r+n+  ], г ], - 2 " j  -П + Г 1 -  X
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Очевидно, од тука за х =  1 ja имаме релацијата (5).
4. Legendre ги е дефинирал полиномите Р„_{х) како 

коефициенти на степените z  од развивањето5)

(1 - 2 x z  + z 2)-'l*= P n ( x ) z n .
0

Ako ja развиеме поопштата функција3)

( 1 - 2  x z  + z 2) ~ v =  Z
п=0

во степенен ред од \гу коефициентите Cv„(x) на оврј ред за 
произволно v, претставуваат полиноми наречени Gegenbauer- 
ови2), којшто ги опфайаат тие на Legendre како специјални 
случај за v = 1/2.

Изразени со помошта на хипергеометриските функции, 
тие се

„ v ,  \ Г {п + 2 v) „ /  , ,  1 -  лЛ
С п { х ) ~  Г (Д+1Ј Г (2|>) F \ n  '+ /a, g J' 
Според (б) tfe имаме

г ( / г + 2  r + / ' )  г  

Г  (п+ 1 -  / • )  г  ( 2  V+2 г) г  ( р )
F (п+2 v+r,г -  п, Н - г +

1 1 —2 ’ 2 J  '
Од тука имаме особина аналогна на (5), за полиномите 

Cl (х) на GegenbauerГг” П)1=?г Г( д + 2 р + г) Г ( р + ѓ)
L и -1 Г (п + 1  - г ) Г ( 2 г  + 2 г)Г (г) '

5. Полиномите на Tschebyscheff Тп (х) дефинирани се со8)

Tn (X)  « ѕ / Г ^  Dn (1 -  Ѓ Г ^ .

За нив ja добиваме особината

Тп^Х) = я (2 г - 2) ! ! '
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CSummary)

The purpose of this paper is to give an alternative proof and a 
generalization of the result

(1) P ^ ( l)  = (2r-1)H  (^ + Д

(2 г— 1) ! ! = 1 • 3 • • • (2 г—1),

given by G r o s s w a l d ,  [ l ] 1 where Pn (x) are Legendre polynomials. We 
deduce top analogical property of Gegenbauer [2] and Tschebyscheff [3] 
polynomials.

1. Let Rn {x) be the polynomials

D~Tx'

with a and b arbitrary fixed number and cn an arbitrary constant. 
By using Leibniz’s formula, we obtain [4] \

ï f( T )  j0 r)\  <*-«>»-* - (Т ^ у г  ix- b)k~r’

according to the relation

( - Г )  Dn+r~k (x~b)n = o, /Z <  к, к <  г .

Then we ‘have
<•

(2) RM(a) = cnД гј ß! ("j r!

When the constants have particular values

a=l, - 1— ,

the polynomials /?«(x) are called the Legendre polynomials. We immedia­
tely find then the relation (1) obtained by Grosswald.

From (2) we obtain the following analogical property

*) Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of the paper.
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, 2. Another proof of the property (Î) involves the use of the functions
hypergeometrics.

It is well known the relation

Pn{x)~F[-n,n+\,1, ^ ) ,

and it follows

pW(*) = (2 r-i)U  («+/•) f-'[/—/?, г+л+1, r+1. b f ) .

It is obvious that for x « l  we obtain the relation (1).

3. Legendre defined the polynomials Pn(x)  as well as the coeffi­
cients of the powers of z in the expansion [5]

(1 -2  X z+&)-42= £  pn (*) zn.
n

More general functions Cvn (z) are defined by the coefficients of z 
in the expansion of

(1—2 x 'z + # )-v = ]Г C* (x)2«> 
n

/ and they are known as the Gegenbauer polynomials.
Differentiating r  times with respect to x and putting 1, we get [6]

2r v (v+1) • • • ( in - r - 1) zr (1 - z ) - 2(*+r)=* Ђ {C vn (x )J^ ! z11.
n

We obtain in this case, equating coefficients of zn

(3) f c v(xP\0) =or r (n+2v+r) г 0Н-г) 
nK ' J —1 Г (я+1 — г) Г (2 H-2r) Г (v) ’

With the assistance „of the functions hypergeometriques

C\ (*)- r ( a + l t r ( W  V’~n’V+1/a’ (I ’

we obtain too (8). ^
For the Tschebyscheff polynomials

T"« =  ( p r - w *  0 (

‘ we find the analogical relation

■\ ( I ) = я (2 r — 2) 1 ! ) • ■*
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